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Agrégation interne - DM CHAPITRES
DM n°01 — Théoréme de e
CaYIEY'Ham | Iton, pu Issances Polynémes d’endomorphismes -

de matrices et suites Théoréme de Cayley-Hamilton
recurrentes

Polynoéme minimal

Une récurrence semble demander de connaitre indéfiniment les termes précédents ; une puissance A™ semble, elle
aussi, demander un nombre de multiplications qui augmente avecn. Pourtant, lorsqu’une dynamique est linéaire
et vit dans un espace de dimension finie, cette impression est trompeuse.

Le probléme part d’un exemple élémentaire pour comprendre progressivement ce phénomeéne. Les notions
d’algebre linéaire nécessaires sont rappelées ou introduites au moment ou elles deviennent utiles.

I  D’un systeme de suites a une relation entre matrices

On définit deux suites réelles (x,,) et (y,,) par

o =1, Yo =0

et, pour tout n > 0,

Tn4+1 = 2z, + Yn
Ynt+1 = Tn + Yn.
Deux suites, une méme récurrence
Calculer les quatre premiers couples (2, Yn, ).

Montrer que les deux suites satisfont la méme relation

Zn42 = 3Zn+1 - Zn-

Expliquer pourquoi deux termes consécutifs d’une suite satisfaisant cette relation déterminent tous
les suivants.

On cherche maintenant a comprendre pourquoi la méme relation apparait simultanément pour z,, et y,.

Pour
on rappelle que

On note 5 la matrice identité.

Changer de langage

Montrer que
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Un—H = AU’m

puis que

U, =A"Uy
pour tout n > 0.

Le calcul de U, semble donc avoir été remplacé par celui de A™. Il reste a savoir si ce changement est
réellement utile.

Toutes les puissances sont-elles vraiment nouvelles ?
Calculer A? et chercher une relation linéaire entre Io, A et A2.

En déduire une relation satisfaite par la suite de matrices

(I, A, A%, A3, ...

Une compression explicite

On définit

Po = 07 P11 = 17 Pn+2 = 3pn+1 — Pn-

Montrer que, pour toutn > 1,

A" =pp A —ppals.
En déduire des expressions de z, et y,, a 'aide de la seule suite (p,,).

Ainsi, une infinité de matrices A™ est contenue dans 'espace engendré par seulement deux matrices.

Le phénomeéne en dimension 2

Soit désormais

B= (Z Z) € My(R).

On pose
tr(B) =a+d, det(B) = ad — be.
Montrer directement que
B% —tr(B)B + det(B) I, = 0.
En déduire que, pour tout n > 0,
B""2 = tr(B)B"™! — det(B)B".

Soit V € R? et V,, = B"Vj. Montrer que chacune des deux coordonnées de V;, satisfait une méme
récurrence linéaire d’ordre au plus 2, que 'on précisera.

La partie suivante cherche a comprendre ce que devient cette observation lorsque la dimension n’est plus
égale a 2.
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I Polyndmes d’un endomorphisme et relations d’annulation

Dans toute la suite, K désigne un corps commutatif — on peut garder ' = R en téte — et I/ un K -espace
vectoriel de dimension finie d > 1.

Un endomorphisme de E est une application linéaire de £ dans lui-méme. On note End(E) I'ensemble
de ces endomorphismes,

uw’ =1dg, u" Tt =woum.

Apres choix d’'une base de E, un endomorphisme est représenté par une matrice d x d ; en particulier,
dimEnd(E) = d2.

6 Donner un sens a P(u)

Pour

PX)=a+uX+ - +aX" € K[X],

on définit

P(u) =agldg +aqu+ -+ ayu”.

Montrer que, pour tous P, Q € K[X],

(P +Q)(u) = Pu) + Q(u)

et

(PQ)(u) = P(u) o Q(u).

En déduire que deux endomorphismes de la forme P(u) et Q(u) commutent toujours.

On appelle polynéme annulateur de u tout polyndme non nul P € K[X] tel que
P(u) =0.

7 Pourquoi un polynéme annulateur existe-t-il toujours ?
Réinterpréter la relation trouvée a la question 3 comme ’annulation de la matrice A par un polynome.
Montrer que tout multiple d’un polynéme annulateur est encore annulateur.

En utilisant uniquement

dimEnd(E) = d?,
montrer que tout endomorphisme de & posséde au moins un polynéme annulateur non nul.

Quel contrdle cette démonstration donne-t-elle sur le degré d’un tel polynéme ? Expliquer ce qu’elle

ne dit pas encore.

On rappelle la division euclidienne dans K [X] : si P # 0, alors pour tout @) € K[X], il existe un unique
couple (5, R) tel que
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Q= SP+R,
avec R = 0oudeg R < deg P.

Réduire toutes les puissances a un nombre fini d’entre elles

Soit

PX)=X"4a 1 X" 4+ X +ag
un polynéme annulateur unitaire de u.

Soit @ € K[X] et soit R le reste de la division euclidienne de () par P. Montrer que

En déduire que toutes les puissances de u appartiennent a

Vect(IdE, Uy ooy ur_l).

Montrer plus précisément que

un—f—r + arilun-i-r—l NS aoun =0
pour toutn > 0.

Soit maintenant v € F et soit £ : ¥ — K une forme linéaire. On définit

Sp = L(u"(v)).

Montrer que (s,,) satisfait la récurrence linéaire

Sptr + Qr—18ptr—1 + -+ agsp = 0.

Il Le théoreme de Cayley-Hamilton

Soit u € End(F). Si A est sa matrice dans une base de E, on définit
Xu(X) = det(XI;— A).

Le polynome caractéristique

Si A’ = S~1AS est la matrice de u dans une autre base, montrer que

det(XI;— A') = det(X1; — A).
La définition de x,, ne dépend donc pas de la base choisie.

Montrer que X, est un polynéme unitaire de degré d.

Retrouver la dimension 2

Pour B € M>(K), établir
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xB(X) = X? —tr(B)X + det(B).

Comparer alors la question 5 avec I'égalité

XB (B ) =0.
Le phénomeéne découvert en dimension 2 est général.

Théoréme de Cayley-Hamilton. Pour tout endomorphisme u d’un espace vectoriel de dimension finie,
Xu(w) = 0. La démonstration générale du théoréme n’est pas demandée dans ce probléme.

Ce que Cayley-Hamilton apporte

Pour tout n > 0, soit R, le reste de la division euclidienne de X" par x,. Montrer que

et que

deg R, < d.
Si

Xu(X) = X4 ca 1 X4 40,
écrire la relation de récurrence satisfaite par les puissances u'.

Comparer ce résultat a I'existence obtenue a la question 7. Quelle information supplémentaire essen-
tielle apporte Cayley-Hamilton ?

Une puissance élevée sans diagonalisation

On consideére

0 0 1
M=|1 01
010

Calculer son polynéme caractéristique.
En déduire une relation entre I3, M et M3.

Calculer le reste de X?° dans la division par

X3 - X -1,
en cherchant a éviter vingt multiplications successives.

En déduire M0,

IV Suites récurrentes et systemes linéaires : deux langages

Nous avons montré qu’une relation polynomiale sur un endomorphisme engendre des récurrences. On
établit maintenant une réciproque.

Soientr > 1 et
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PX)=X"+a, 1 X"+ +am.

On consideére une suite (s, ) vérifiant

Spr + Qr_1Spyr—1+ -+ apgsp = 0.

Transformer une récurrence en dynamique matricielle

On pose

Sn
Sn+1
Vn = .
Sn4r—1

Pour r = 1, on lit simplement C' = (—ag). Pour r > 2, on pose

0 1 0 0
0 0 1 0
C =
0 0 0 1
—ap —ap —az - —ar-1
Montrer que
Vn+1 - CVn
En déduire
Vo =C"W.

Si 7y désigne la premiére coordonnée, montrer alors que

Snp = Wl(CnVO).

Mettre ce résultat en regard de la derniere question de la partie II : quel lien général obtient-on entre
suites récurrentes linéaires et itérations d’applications linéaires en dimension finie ?

Toute dynamique linéaire finie produit des récurrences

Soit A € My(K) et Vo € K% On définit la suite (V},) par

Vi1 = AV,
Si

xa(X) = Xt cqg 1 X4 -+ e,

montrer que chacune des coordonnées de V/,, et plus généralement toute combinaison linéaire fixe de ces
coordonnées, satisfait

Sptd + Ci—18ntd—1+ -+ cosp = 0.
Retrouver ainsi la récurrence de la question 1 a partir du polyndéme caractéristique de la matrice A de la

premiére partie.
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15 Un autre observateur : la trace des puissances

Pour une matrice A € My(K), on pose

tn, = tr(A").
Montrer que (t,,) satisfait elle aussi la récurrence associée a x 4.

Expliquer pourquoi ce résultat reléve exactement du méme principe que les questions précédentes, bien
que la suite (t,,) n’ait pas été présentée initialement comme une coordonnée d'un vecteur A"v.

V  Jusqu’ou peut-on comprimer ?

Cayley-Hamilton assure qu'un endomorphisme d’un espace de dimension d est annulé par un polynéme
de degré d. Mais cette borne n’est pas toujours optimale.

On appelle polynéme minimal de u un polynéme annulateur unitaire de plus petit degré ; on le note .
16 La dimension réellement nécessaire
Montrer que tout polynéme annulateur de u est divisible par f,,. En déduire I'unicité de .

Déduire du théoréme de Cayley-Hamilton que

fi | X
Si m = deg p,,, montrer que
(IdE, U, ... ,umfl)

est une famille libre et qu’elle engendre tous les polynémes en u.

En notant

Kfu] = {P(u) | P € K[X]},

conclure que
dim K[u| = deg 1,
Sur E = R?, prendre
u=2Idg.

Déterminer Y, et iy, puis donner un troisiéme polyndme annulateur qui ne soit égal ni a I’'un ni a 'autre.
u u

Expliquer précisément, dans cet exemple puis dans le cas général, la différence entre les trois expres-
sions :

+ « un polynéme annulateur » ;
+ « le polynéme minimal » ;

+ « le polyndme caractéristique ».
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