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DM n 03 - Meth (0] d e d e convergence - Dérivation et
N eWtO n: conve rge nce I O Cal e convexité - Estimation de I'erreur -

Ordre de convergence -

et contre-exemples Controextmples

I Une itération issue d’une tangente

1

Construction géométrique

Pour f(x) = 22 — 2,ona f’(x) = 2z. La tangente en u > 0 a pour équation

y = f(u) + f'(u)(z —u) =u? — 2+ 2u(z — u).

Ainsi

y = 2ux —u® — 2.

Elle coupe I'axe des abscisses lorsque

donc a I’abscisse

La relation de récurrence est donc

1 2
Tp+1==|Tp+—|.
2 Tn,

Sur le croquis, #y, 41 est 'abscisse ou la tangente en (z,, f(x,)) coupe 'axe horizontal. Une nouvelle tan-
gente est ensuite tracée au point de la courbe d’abscisse x, 1. La suite traduit exactement cette construction
géométrique.

Point de méthode. La formule n’est pas un procédé algébrique tombé du ciel : elle est la traduction de la
linéarisation de f au voisinage du point courant.

2

Observation numérique

On obtient

puis
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_1(3 2\ _1(3 4\ 1T
279\ \2732) T2\273) T 1

Enfin

1 /17 24\ 577
o (222 22 Ly 41421568627
BTy (12 * 17) 408~

Avec /2 ~ 1,41421356237, les erreurs sont approximativement

015,86 x10"1
18,58 x 1072
2 (245 x 1073
312,12x10°6

Ces valeurs suggérent a la fois la convergence vers /2 et une accélération spectaculaire de I'erreur. Une
conjecture raisonnable est que ’erreur suivante se comporte comme une constante multipliée par le carré
de l'erreur précédente.

A ce stade, rien n’est démontré : quatre valeurs numériques ne prouvent ni la convergence de toute la suite,
ni une loi asymptotique.
3

Convergence dans 'exemple
Pour z > 0,
2 +2-2v2x (v —/2)?

T(z) = V2= 2x B 2z

De méme,

Six > /2, alors

et

T(x)—x<0.

Ainsi

V2 <T(z) <z

Comme xg = 2 > v/2, une récurrence montre que

V2 < 2pg1 < T

tant que z,, > V/2. Si un terme vaut v/2, la suite devient constante ; sinon elle est strictement décroissante
et minorée par V2. Elle converge donc vers une limite ¢ > V2.

La relation de récurrence et la positivité de ¢ donnent, par passage a la limite,
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d’ou

2 =2
Comme ¢ > 0,

(=2
4

Premieére estimation quadratique

Avec

en:xn—\/iZO,

I'identité précédente donne

En+l1 = g
n

Or z,, > /2, donc

1
0<ept1 < —=¢2

22 ™

On peut prendre

1
2v2
Cette relation est d’une nature entiérement différente d’une simple observation décimale : elle vaut pour

tout n, et elle montre que, dés que l'erreur est petite, son carré est beaucoup plus petit encore. La rapidité
observée a la question 2 est donc expliquée par une identité exacte.

C:

Il De la construction géométrique a un premier théoreme global

5
Définition générale

La tangente a la courbe de f au point d’abscisse u, avec f'(u) # 0, a pour équation

y=fu)+ f(w)(z—u).

Son intersection avec I’axe des abscisses vérifie

0= f(u)+ f'(u)(@ — ),

donc

f(w)
fru)’

r=Uu-—
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Le domaine de définition de la transformation de Newton est

D = {u: f'(u) # 0}.

Pour u € D, on pose

Pouru € D,

f(u)
()

Les points fixes de Ny sont donc exactement les zéros de f situés dans ce domaine.

Ni(u) =u <= =0 < f(u)=0.

6

Un critere global sur un intervalle convexe

Soit z € («, b]. Comme f’ > 0 sur [, b], 1a fonction f est strictement croissante. Puisque f(a) = 0,

f(x) >0.

Il en résulte immédiatement

i
7(z)

La convexité fournit I'autre inégalité. La courbe est au-dessus de sa tangente en z, donc

N¢(x) = <z

fla) = f(z) + f(z)(a — ).
Comme f(a) =0,

f(@) < fl2) (@ — ).
Puisque f’(x) > 0,

@ o
fi(@) — ’
et donc
Ny(z) =o — JJ:/((:;)) > o
Ainsi

a < Ny(z) < .

Partant de =y € («,b], tous les termes restent dans [a, b]. La suite est décroissante tant qu’elle n’a pas
atteint «, et minorée par . Elle converge donc vers un réel £ € [, b].

La fonction Ny est continue sur [c, b], car f’ ne s’y annule pas. En passant  la limite dans

Tn+1 = Nf(xn)7
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on obtient

= Ng(0),

donc f(¢) = 0. Comme f est strictement croissante et f(a) = 0, ce zéro est unique :

! = q.

Le résultat est global sur I'intervalle [a, b], du c6té droit de la racine : aucun voisinage petit de o n’est
imposé au point initial.

Le role des hypothéses est visible dans les deux inégalités :

« f > 0 garantit que f(x) > 0, que le quotient de Newton est défini et que Nf(z) < x ;

+ la convexité donne, par la position de la courbe par rapport a sa tangente, 'inégalité N;(x) > o

La géométrie empéche donc ici les itérés de « dépasser » la racine vers la gauche.

Il Ce que I’on peut garantir pres d’une racine simple

7

La fonction d’itération pres de la racine

Comme f’(a) # 0 et f est continue, il existe un voisinage J de « sur lequel f” garde un signe constant et
ne s’annule pas.

Sur J,

est de classe C'. En dérivant,

d’ou
M0 = e
Comme f(a) =0,
Ni(o) = o
et
Ni(a) =0.

Ce dernier fait est le mécanisme local essentiel : au voisinage de la racine, la fonction d’itération est beau-
coup plus plate qu'une application contractante quelconque.

8

Théoreme de convergence locale
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La fonction N J’c est continue au voisinage de « et

Ni(a) = 0.

Fixons par exemple

1l existe r > 0, choisi assez petit pour que

[a—ra+r]CJ

et

[N (z)| < q pour tout z € [ov — 7, v + 7).

Pour tout = de cet intervalle, le théoréme des accroissements finis appliqué a Ny entre x et o donne

INf#(z) — Ny(a)| < glz — al.
Comme N¢(a) = a,

[Nj(z) = af < glz - af.

En particulier,

[Nj(x) —al < gr <

donc

Ni(la =ra+7]) Cla—ra+r]
L’intervalle est invariant.

Si xq y appartient, tous les x,, y appartiennent donc et la suite est bien définie. En outre,

[Tn1 — af < glan — al.

Par récurrence,

Tn — | < q"|xo — al.

Comme 0 < g < 1,

et finalement

Tp — Q.

Stratégie de preuve. On ne cherche pas d’abord a étudier directement la suite. On étudie la fonction
d’itération. Le fait NV ]’c (a) = 0 permet de rendre Vs contractante sur un voisinage assez petit ; le théoréme
des accroissements finis transforme cette information différentielle en une estimation sur les itérés.
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9

Local contre global

Le théoréme de la question 6 demande des hypothéses fortes sur tout un intervalle : signe strict de f” et
convexité. En échange, tout point initial de cet intervalle, du c6té considéré, converge.

Le théoréme de la question 8 ne demande ni convexité globale ni monotonie de f sur un grand intervalle.
Une racine simple et une régularité locale suffisent. En revanche, il ne garantit la convergence que pour les
points initiaux suffisamment proches de a.

Rien dans la preuve ne controle ce que fait N loin de « : le dénominateur peut s’annuler, I'itération peut
sortir de la zone ou | N ]’c | < 1, ouladynamique peut posséder d’autres comportements. La partie V montrera
que cette réserve n’est pas seulement technique.

IV Estimation de I’erreur et ordre de convergence

10

Formule exacte de I'erreur a un facteur intermédiaire pres

Appliquons Taylor-Lagrange a f, entre x,, et .. Il existe &,, entre ces deux points tel que

F(@) = flon) + @)@~ za) + 5" (En) o — 2)*

Comme f(a) =0ete, =z, — a,

0= Flwn) — F'(za)en + 51" (E)E3.

Ainsi

Par conséquent

eng1 = f//(én) 62
] =

2f"(xn) "
Reprenons le segment K = [o — r, a + 7] construit a la question 8, en diminuant 7 si nécessaire. Tous les
¥y, ainsi que les points &, appartiennent a K. Les fonctions | f’| et | f”| y sont continues et f” ne s’y annule

pas ; il existe donc

— ] /
m = min |f'(z)] >0

et

M = max |f"(z)| < +oo.
reK

Donc
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On peut prendre

11

Une contraction qui s’accélere

Supposons que la suite n’atteigne pas o en un nombre fini d’étapes. Les erreurs sont alors toutes non nulles.
D’apreés la question 10,

’en+1| S C|6n|.
|en]
Or e, — 0, donc
len]

Ala question 8, on obtenait un facteur de contraction fixe ¢ < 1: erreur décroissait au moins géométrique-
ment. Ici, le facteur effectif entre deux erreurs successives tend lui-méme vers 0. Plus on approche de la
racine, plus la contraction devient forte. C’est le premier signe précis de ’accélération propre a la méthode
de Newton pres d’une racine simple.

12

Ordre exactement 2

La formule de la question 10 donne, lorsque e,, # 0,

ewr] _ 170l
len|? 2| f"(xn)|

Comme

Ty, — «

et &, est situé entre z,, et a,

& — a.

Par continuité de f’ et f”,

FED (@)
2 f(wn)]  2f(a)]

Sous 'hypothése f”(a) # 0, cette limite est finie et strictement positive. Donc

"
lim ‘en+§| _ ’f /(O‘)|’
n—00 |ey| 2[f' (o)

et la convergence est d’ordre exactement 2.

Si f”(a) = 0 et si les erreurs restent non nulles, la méme formule conduit seulement a
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— 0.

Cela exclut 'ordre exactement 2 au sens défini ici, mais ne suffit pas a déterminer un ordre exact supérieur
: une régularité et une information supplémentaires sur les dérivées suivantes seraient nécessaires. Il peut
aussi arriver que la racine soit atteinte en un nombre fini d’étapes.

Par exemple, pour

fz) =z + a3, a =0,
ona f/(0) =1 mais f”(0) =0, et

x + 23 273
M) =2~ 150 = Tra
Ainsi, pour x petit,
N 3
flx) ~ 227,

ce qui fait apparaitre un comportement cubique plutdt que quadratique.

V Les limites du théoreme

13

Un cycle de Newton

On consideére

p(z) = 2% — 22 + 2.

Sa dérivée est

P (z) = 32% - 2.
Les deux points critiques sont
2
+ =1/=.
a, a 3
Or
4 4 2
3
=a"—2a+2=2— 2—-=->0
pla) =a a+ 39 > 5=3 >0,
et

4
p(—a) =2+ 34 > 0.

La fonction tend vers —oo lorsque © — —o0, puis croit jusqu’au maximum local en —a, qui est positif. Elle
posséde donc exactement un zéro sur | — 0o, —al[. Entre les deux points critiques elle reste positive, puisque
son minimum local p(a) est positif, et elle est ensuite croissante et positive.

De plus,
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donc

Comme o« < —a, on a

donc le zéro est simple.

La fonction de Newton est

En 0,

Enl,

Par conséquent, si zg = 0,

et la suite ne converge pas.

0,1,0, 1, ...

Agrégation interne - CORRIGE

On a donc un polynéme de classe C*, avec un unique zéro réel simple, pour lequel Newton échoue depuis

un point initial ou toutes les itérations considérées sont parfaitement définies.

L’affirmation

« Si f est suffisamment réguliére et posséde un zéro réel simple, alors la suite de Newton converge vers
ce zéro depuis tout point initial ot I'itération est définie »

est donc fausse.

Ce contre-exemple sépare nettement convergence locale et convergence globale.

14

Une racine multiple : convergence seulement linéaire

Soit
flx)=(z —a)™, m > 2.
Pour z # «,
(@) =m(z — o)™t

Donc

(r —a)™

Ne(z) =2 — =x—
f( ) m(a; _ Oé)m—l

Ainsi
Agrégation interne - CORRIGE algebrille.fr
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Sie, =x, —q,

d’ou

Le rapport des erreurs est constant :

1
ennil 4L o).
|en| m

Le rapport tend donc vers le nombre 1 — 1/m € (0,1) : au sens de la définition donnée dans le sujet, la
convergence est linéaire (ou d’ordre 1). En outre,

et _ 1= 1/m
’€n|2 len]

— +00,

puisque |e,,| — 0. Elle n’est donc pas au moins quadratique.

Ici

(o) = 0.

La racine n’est pas simple. C’est précisément I’hypothese qui disparait, et avec elle le mécanisme

Ni(a)=0
utilisé pour obtenir 'accélération quadratique.

Laméthode peut donc encore converger vers une racine multiple, mais la convergence quadratique disparait
ici : elle est remplacée par une convergence linéaire.

15

Synthése des hypotheéses
Un énoncé correct est le suivant.

Théoréme de convergence locale de Newton. Soit I un intervalle ouvert, f € C2(I) et € I une racine
simple de f, c’est-a-dire

Alors il existe 7 > 0 tel que, pour tout

la suite de Newton
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est bien définie, reste dans ce voisinage et converge vers «. De plus, il existe C' > 0 tel que

|Zni1 — a| < Clz, — al?.

La convergence est donc au moins quadratique. Si, en outre,

f(a) #0

et si la racine n’est pas atteinte en un nombre fini d’étapes, alors

@ni—a] (o)
wn—aP  2[f(a)

et la convergence est d’ordre exactement 2.

Le role des hypothéses se résume ainsi.

Hypotheése ou Role
condition
(@) #0 Rend la racine simple ; garantit que f’ reste non nul dans un

voisinage ; permet de définir Ny prés de o et donne N} (a) = 0.

€ C% prés de a Assure la continuité de N, dans la preuve locale et permet

P f p p
Taylor-Lagrange ainsi que I’estimation quadratique. Cette régularité
est suffisante pour la preuve donnée ; elle n’est pas revendiquée
comme minimale.

xo suffisamment proche Maintient les itérés dans la zone ot Vs est contractante et ot le
de o dénominateur ne s’annule pas. Le cycle 0 <+ 1 montre qu’on ne peut
pas supprimer cette restriction en général.

Convexité sur un Dans le critere global de la partie II, empéche les tangentes de
intervalle produire un itéré situé de autre c6té de la racine : elle fournit
Ny(x) > o Elle n’est pas nécessaire au théoréme local.

[’ de signe constant non | Garantit que I'itération y est définie, que f est strictement monotone
nul sur lintervalle et que l'itéré progresse vers la racine dans le critére global.

() £0 N’est pas nécessaire a la convergence locale ni a la majoration
quadratique ; elle sert a obtenir une limite quadratique strictement
positive et donc 'ordre exactement 2.

## Pour la préparation a I'agrégation

Quatre éléments sont particulierement réutilisables.

1

Le théoréme a savoir formuler proprement. Au voisinage d’une racine simple d’une fonction C?, New-
ton est bien défini pour tout point initial suffisamment proche et converge au moins quadratiquement.

2

Le canevas de preuve.

Ny(a) = a, Ni(a) =0

puis continuité de N}, contraction locale par le théoréme des accroissements finis, et enfin Taylor-Lagrange
pour passer de la convergence a 'estimation quadratique.
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3

La distinction local/global. La convexité et la monotonie peuvent fournir un théoréme global sur un
intervalle, mais la régularité et la simplicité de la racine ne suffisent pas a garantir une convergence depuis
tout point initial.

4

Deux contre-exemples a retenir.

p(z) =23 — 22 + 2

donne le cycle de Newton 0 <> 1, malgré un unique zéro réel simple ; et

fl)=(x—a)",  m=2,

montre qu’une racine multiple peut faire tomber la convergence de quadratique a linéaire.
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