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MP - MPI - CORRIGE CHAPITRES

DM n003 L Décalages Réduction d’endomorphismes -

Matrices circulantes - Transformée

Cycl i q ues’ m atrices Ci rcu Iantes de Fourier discréte - Convolution

cyclique - Principe d’incertitude

et transformeée de Fourier diseret

Comme dans le sujet, les coordonnées sont numérotées de 0 a n— 1 et tout indice de coordonnée est ramené
modulo 7 ; ainsi, par exemple, x_1 = 1 et ,, = 9. On conserve

W= 6217r/n.

I Le spectre d’un décalage cyclique

1

L’application 7" est linéaire puisqu’elle ne fait que permuter les coordonnées. Aprés un décalage, chaque
coordonnée avance d’une position ; aprés n décalages, chaque coordonnée retrouve sa place. Ainsi

" =1dg .

En particulier, 7" est inversible et

71 =711

Si A est une valeur propre de T et si  # 0 vérifie Tx = Az, alors

z=T"r = \"z.

Comme z # 0,

A" =1.

Toute valeur propre éventuelle est donc une racine n-ieme de 'unité.

2

Soit z = (g, ...,Zn—1) # 0 tel que Tx = Ax. Les égalités coordonnées par coordonnées donnent
Tr_1 = ATy, 1<r<n—1,

et

Tpn—-1 = )\CL‘o.

Comme A" = 1, on a A # 0. Les premiéres relations donnent alors

Ty = N\ xp.

MP - MPI - CORRIGE algebrille.fr 1/7


https://algebrille.fr/ressources/devoirs-maison/cpge-scientifique/mp
https://algebrille.fr/ressources/devoirs-maison/cpge-scientifique/mp/decalages-cycliques-matrices-circulantes-transformee-fourier

{@) ALGEBRILLE - COLLECTION PROBLEMES MP - MPI - CORRIGE

Si zg = 0, toutes les coordonnées seraient nulles ; donc xg # 0. Les racines n-iémes de 'unité sont

Lw w2 . . w1
M ) ) M

Pour 0 < k£ < n — 1, prenons

)\k:w

L’espace propre associé est alors la droite engendrée par

k 2k ~1)k
Uk:(l,w Wk W )).

Réciproquement, un calcul direct donne bien

Tv, = w_kvk.

Les nombres w™*, pour 0 < k& < n — 1, sont deux a deux distincts. L’endomorphisme 7" posséde donc n
valeurs propres distinctes dans un espace de dimension n. Il est diagonalisable et

(2)0,1)1, ‘e ,Un_l)
est une base de F.
3
Si n divise m, alors w™ = 1 et
n—1
Sy, = Z 1=n.
r=0

Supposons maintenant que n ne divise pas m. Alors w™ # 1 et la somme géométrique donne

1_(wm)n_1_wmn_

S, = —
1 —wm 1—wm
Ainsi
nd n sin|m
§ wmr — . ’
0 sinon.
r=0

Il Les opérateurs invariants par décalage

Comme

e, =T"eq,

I'action de A sur ey détermine son action sur toute la base canonique. Ecrivons
n—1
Aeo = E a;€j.
J=0
_ r _7r — n=1_
Pour tout r, ona Ae, = A(T"eg) = T"(Aeq) = > 725 ajejtr-
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D’autre part, (Z;:Ol CLjTj> er = Z?;ol ajCjtr-

Les deux endomorphismes coincident donc sur une base, d’ou

n—1 .
A = Z CLjTJ.
7=0

L’unicité vient de I’égalité

n—1
Ae(): E a;€j,
J=0

qui détermine les coefficients a; de maniere unique.
Réciproquement, toute combinaison linéaire de 1,7, ..., 7" "' commute avec 7.

Pour la matrice de A, le coefficient situé a la ligne r et a la colonne s est le coefficient de e, dans Aeg. Or

n—1
Aeg = E a;j€jis.
j=0

Le terme e, correspond a l'unique j € {0,...,n—1}telque j = r—s (mod n). Ainsi, sil’on note [r —s],
ce représentant,

Ar,s = Q[p—g)

n"

Chaque colonne s’obtient donc par décalage cyclique de la précédente : c’est bien la structure d’une matrice
circulante.

5

D’apres la question 2,

ijk = (w*k)jvk = w*jkvk.

Par conséquent,

n—1 n—1
Avy, = g a; T vy, = E ajwfjk V.
Jj=0 Jj=0

La valeur propre associée a vy, est donc

n—1
ap = E ajw_Jk.
=0

C’est précisément la formule qui conduira a la transformée de Fourier discréte.

6
La base (vp, ..., vn—1) dépend uniquement de 7', et non des coefficients a;. Toute matrice circulante est

donc diagonale dans cette méme base, avec diagonale

(@o, a1, ..y Ap_1).
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Un endomorphisme diagonal est inversible si et seulement si aucun coefficient diagonal n’est nul. Ainsi

’Aest inversible <= Vk € {0,...,n— 1}, a; # O.‘

Ill Le changement de base de Fourier

7
Par définition de F,
n—1
(J_"Jj)k = Zwikjmj = T.
j=0
Donc
T=Fx
Posons

G = (W")o<jhen—1-

Le coefficient situé a la ligne r et a la colonne s de G.F vaut

n—1 n—1
Z wrkw—ks _ Z w(r—s)k"
k=0 k=0

D’apres la question 3, cette somme vaut n si 7 = s et 0 sinon. Ainsi

GF =nl,.
Comme F est carrée,
1 ik
F == =—(w"ogjk<n—1
n n
On obtient alors
x=Flz,

c’est-a-dire, pour chaque 7,

n—1
Tj = — E Tpw’ .
n
k=0

8

La coordonnée d’indice j de % ZZ;(l) T vaut % Z;(l) Zrw'*, cest-a-dire x; par la formule d’inversion.

Ainsi

1 n—1
r = — E fkvk.
n
k=0

MP - MPI - CORRIGE algebrille.fr 4/7


https://algebrille.fr/ressources/devoirs-maison/cpge-scientifique/mp
https://algebrille.fr/ressources/devoirs-maison/cpge-scientifique/mp/decalages-cycliques-matrices-circulantes-transformee-fourier

{@) ALGEBRILLE - COLLECTION PROBLEMES MP - MPI - CORRIGE

Les coordonnées de x dans la base propre (v ) sont donc

z iﬁfl
) ]
n
Pour Parseval, développons :
n—1 n—1 [n—1 n—1
2 :’«%\kP _ 2 : 2 :acjw_]k § :x—[wﬁk
k=0 k=0 \j=0 =0
n—1n—1 n—1
— l—34)k
= x;Ty W=Dk,
j=0 £=0 k=0

La somme intérieure vaut n lorsque j = £ et 0 sinon. Il reste donc

n—1 n—1
S lElF=n) |xl*
k=0 =0

IV De la matrice circulante a la convolution

9

Comme (T7z), = x,_j, on obtient directement

n—1
(Coz)r = Zajﬂfr—j.
=0

C’est donc bien la formule (a * x), = Z?;ol a;jr,—; annoncée pour la convolution cyclique.

D’apreés la question 8, x = % ZZ’;(% Zvk, tandis que la question 5 donne C, vy, = axvg. Par conséquent,

1 n—1
axx=Chx = - T1ARvUg.

k=0

Par unicité des coordonnées dans la base (v ), les coefficients de Fourier de a * = sont

[EE |

a* T, = ApTk.

La convolution dans la base canonique devient donc une multiplication coordonnée par coordonnée dans
la base de Fourier.

10

k

Pour tout k, T, = w vy, et T~ vy, = wFuvy. Ainsi

Lv, = (2 —wk— wk)vk.

Comme w” + w™* = 2 cos(27k/n), la valeur propre correspondante est

2
A, =2 —2cos (ij) — 4sin? (ﬂf) .
n n
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Cette écriture montre immédiatement que Ay, est réelle et positive ou nulle. Ainsi

i = 4sin? (7Tk> > 0.
n

Pour 0 < k < n—1,onal\; = 0siet seulement si k = 0. Ainsi ker L = Vect(vg) et, comme
vo = (1,1,...,1),

ker L = Vect(1,1,..., 1)‘

Appliquons la transformée de Fourier a I’équation Lx = b. D’aprés la diagonalisation obtenue en (a),
pour chaque k on a Lxy, = \;Z). L’équation Lz = b équivaut donc a

)\kfk:glm nggn—l.
Pour k # 0, \;, > 0, donc 7y, = /Bk/)\k Pour k£ = 0, I’équation devient 0 = ?)\0, avec ?)\0 = Z?;ol b;.

Ainsi

n—1
Lx = b admet une solution <— Z b; = 0.
=0

Lorsque cette condition est satisfaite, les coefficients T, sont imposés pour k # 0, tandis que Z( est arbi-
traire. Deux solutions différent donc d’un élément de ker L, c’est-a-dire d’un vecteur constant.

Si x, est une solution particuliére,

‘{:EEE:LJ::b}:x*—}—Vect(l,...,l).‘

V Peut-on étre concentré dans les deux bases ?

11

Posons

S =suppz, s=][5],

et

R = supp 7, r=|R)|.
Comme x # 0, on a s > 1. La transformée de Fourier étant inversible, Z # 0 et donc r > 1.

Pour tout £,

Tl = Zjesxjw—jk‘ <Y jes el

En appliquant Cauchy-Schwarz aux deux familles réelles (|z;|);jes et (1) es,

2
Dozl | <Y Jasl = sllall3.

Par conséquent,
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[Tkl < sllf3.

2
3, donc

Seuls les indices de R contribuent a ||Z|

n—1
DO EP =) ER < sl
k=0

keER
D’autre part, Parseval donne n||z||3 = ZZ;(l) |75 |2

Donc

nl|z3 < rsllz)3.

Comme z # 0, ||z||3 > 0 et I'on peut simplifier :

\Isuppw!!suppf! >n-\

12
Comme ¢ = n/d, lesindices de {0, ...,n—1} divisibles par ¢ sont 0, ¢, 2q, . . ., (d—1)q. Il y en a exactement
d, donc | supp z| = d.

Pour tout k, 7, = an_:lo w4k Or wi = e%7/d donc T}, = Zg;:lo e~2immk/d  Cette somme vaut d si d

divise k, et O sinon. Ainsi

. d sid|k,
T =
0 sinon.

Dans {0,...,n — 1}, les multiples de d sont 0,d, 2d, ..., (¢ —1)d. lly ena g = n/d, donc | supp z| = n/d.
Finalement, | supp z| | supp Z| = d(n/d) = n.

L’égalité est donc atteinte. Sin est composé, tout diviseur non trivial 1 < d < n fournit un exemple ou les
deux supports ont strictement moins de n éléments tout en saturant exactement le principe d’incertitude.

Le méme changement de base relie ainsi la réduction d’un endomorphisme, la diagonalisation simultanée
des matrices circulantes, la convolution cyclique et la concentration des vecteurs. La transformée de Fourier
discrete n’est pas ici une formule isolée : elle est le systéme de coordonnées naturellement adapté au dé-
calage cyclique.
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