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Analyse asymptotique

On étudie I’équation différentielle

2+ Wl = 0,

ou w > 0. L’objectif est de comparer quatre descriptions mathématiques de ses solutions : expression
explicite, invariant quadratique, coordonnée complexe puis systémes récurrents. Chaque changement de
représentation fera apparaitre une structure différente du méme probléme.

On considére donc = € C%(R, R) vérifiant

2 (t) + wix(t) = 0,

avec

I Résoudre et paramétrer les solutions

Résoudre le probléme de Cauchy. Distinguer soigneusement la solution nulle des solutions non constantes.

Dans le cas non constant, déterminer un réel A > 0 et une phase ¢, définie modulo 27, tels que

x(t) = Acos(wt — ).

Exprimer A et caractériser ¢ a partir de x( et vg. En déduire I'image de z, la valeur maximale de |2/| et la
plus petite période strictement positive de x.

L’expression explicite détermine chaque valeur de la solution. Cherchons maintenant des relations al-
gébriques indépendantes de ¢.

Il Invariant quadratique et courbe de niveau
Pour (a, ) € R?, on considére

I, 5(t) = ozx'(t)2 + Bm(t)Q.

Déterminer tous les couples (o, 3) pour lesquels I, 3 est constante pour toute solution de I’équation dif-
férentielle. Pour o = 1, noter H l'invariant ainsi obtenu et exprimer sa valeur en fonction de z et vg.

On pose désormais
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Sans reprendre 'expression explicite de x obtenue dans la partie I, déterminer, pour une solution non
constante :

« 'image de application U ;
+ Porientation du paramétrage de cette courbe ;

« lavaleur de ||U'(¢)]].

Retrouver la plus petite période strictement positive de U. Décrire aussi son image dans les coordonnées
(x,2') et expliquer le role du changement de variable y = 2/ /w.

L’invariant décrit une courbe et le systeme différentiel son paramétrage. On cherche maintenant une coor-
donnée qui rassemble ces deux informations.

Il Coordonnée complexe et rotation

Pour ¢ € R*, on définit

zo(t) = x(t) +ica'(t).

Déterminer tous les couples (¢, ) € R* x C tels que, pour toute solution z,

2L (t) = Aze(t).

Dans la suite, on retient le choix ¢ = 1/w et I'on note simplement z = z; /,,.

Etablir une formule explicite donnant z(t) en fonction de 2(0). Montrer comment cette formule permet de
retrouver les paramétres A et ¢, Uinvariant H, Porientation du paramétrage et la période.

Pour h > 0, on considere les valeurs de la solution aux instants nh. On pose

x'(nh) ‘

a = wh, Z% = z(nh), XX = x(nh), Y& =
w

Déterminer la transformation qui fait passer de Z5* a Z7%, |, puis sa matrice réelle dans les coordonnées
ex ex
(XY™,

Etablir une récurrence linéaire d’ordre 2 vérifiée par (X), valable pour toute valeur de a.

Lorsque Z§* # 0, caractériser les pas h pour lesquels la suite (Z5*) est périodique. Si

a p

2r g
avec p € Z, g € N* et p/q irréductible, déterminer sa plus petite période en nombre de pas.

La suite précédente est obtenue par restriction d’une solution exacte. Nous comparons maintenant cette
récurrence a deux systémes discrets définis directement.

IV Systemes discrets : invariants et stabilité

Dans toute cette partie, a = wh > 0.

On considére le systéme récurrent

XE-l—l = XE + CLYE,
Vi =Yy —aXp.

n
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Déterminer R? en fonction de 7, olt

2 E\2 E\2
Ry, = (X5)" + (V)"
En déduire si les suites (XZ, Y;E) associées a des données initiales non nulles sont bornées. Comparer avec
I'invariant de la partie IL

On considére maintenant le systeme

Y1 =Y, —aXy,, )
Xpy1 = Xp + a1

Déterminer sa matrice S, et son déterminant. Etablir ensuite une récurrence linéaire d’ordre 2 vérifiée par

la suite (X,).

Déterminer tous les triplets (o, 3,v) € R? tels que

aX] + BXnY, + 7Y,
soit constant pour toute suite vérifiant (.5).

Choisir une normalisation simple et noter (), la forme quadratique ainsi obtenue. Caractériser les valeurs
de a > 0 pour lesquelles la conservation de (), controle la norme euclidienne de tous les itérés. Décrire
alors les courbes de niveau positives de ().

Caractériser exactement les valeurs de a > 0 pour lesquelles toutes les suites (X,, Y,,) vérifiant (S) sont
bornées. Les valeurs frontieres doivent étre traitées séparément.

Comparer cette conclusion avec celle de la question 9. La condition det S, = 1 suffit-elle a garantir cette
propriété ?

On suppose désormais que 0 < a < 2.

Déterminer la forme générale des suites réelles (X,,) vérifiant la récurrence de la question 8. Faire appa-
raitre un angle 6 € (0, 7), I'exprimer en fonction de a et comparer 6 a a.

On pose

wp = —.

h

Comparer wy, et w, puis montrer que, lorsque a est proche de 0,

2
Wh a 2
“h_1y .
o +24+0(a)

Montrer également que, lorsque a est proche de 0,

4
2cosa:2—a2+%+o(a4).

Comparer alors la récurrence exacte de la question 6 avec celle de (.5) et relier les deux écarts asymptotiques
obtenus.

V Synthese des représentations

Sans nouveau calcul, relier explicitement les quatre descriptions rencontrées. Pour chacune, préciser I’'objet
mathématique utilisé, ce qu’elle rend particuliérement simple ou visible et, pour les systémes discrets de la
partie IV, ce qui constitue une approximation de la solution initiale.
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